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Sur les Matroldes Orientes de Rang 3 et les Arrangements de 
Pseudodroites dans Ie Plan Projectif Reel 
RAUL CORDOVIL 
We establish a new geometrical characterization of oriented matroids of rank 3. This charac-
terization is dual to another characterization due to Folkman and Lawrence. We describe the 
relationship between these characterizations of oriented matroids of rank 3 and the first and 
second Coxeter's projective diagrams of zonohedra. 
1. INTRODUCTION 
Nous supposons Ie lecteur familiarise avec la Thiorie des Matroiaes (voir par exemple 
[11]) et les definitions et proprietes elementaires de la Theorie des Matroiaes Orientis 
(voir [1, 3, 8]; nous suivons la terminologie de [8]). 
Nous disons qu'une courbe simple fermee P du plan projectif reel P2(1R) est une 
pseudodroite de P2(1R) si Pest I'image d'une droite de P2(1R) par un homeomorphisme 
de P2 (1R): i.e. Pest une courbe simple fermee qui ne separe pas P2 (1R). 
D'apres [9] un arrangement de pseudodroite dans Ie plan projecti! riel P2 (1R), note SII, 
est un ensemble fini d'au moins deux pseudodroites tel que deux pseudodroites queIcon-
ques de I'ensemble aient exactement un point en commun. Le lecteur trouvera dans [5] 
un bon apercu de la presque totalite des resultats connus relatifs aux arrangements de 
pseudodroites. Nos definitions dans ce domaine suivront de pres cet auteur. 
Le Theoreme de la Courbe de Jordan a comme consequence que tout arrangement sri 
determine une decomposition cellulaire du plan projectif et donc un complexe cellulaire 
!:l.(srI), ou les elements de dimension 0, 1,2 sont respectivement les points (ou sommets) 
les aretes et les cel/ules de !:l.(srI) . Nous disons que deux arrangements de pseudodroites 
dans PAIR) sont isomorphes si les complexes cellulaires associes sont isomorphes. 
Les proprietes des arrangements de pseudodroites qui nous interessent ici sont les 
proprietes invariantes par isomorphisme. 
Nous disons qu'un arrangement sri est trivial si toutes les pstmdodroites se rencontrent 
en un me me point. 
Nouse disons qu'un point de sri est simple s'il est Ie point d'intersection d'exactement 
deux pseudodroites. 
Une pseudodroite P de sri sera dite simple si tous les points de sri qui appartiennent a 
P sont simples. 
Soit sri = srI(<!P, f/) un arrangement de pseudodroites dans P2(1R). (Nous notons par <!P 
[resp. f/] I'ensemble des pseudodroites de sri [resp. I'ensemble des points de sri].) Soient 
D Ie disque unite ferme x 2 + Y 2 :0.;; 1 dans Ie plan euclidien 1R2 et aD son bordo 
Le plan projectif P2(1R) est homeomorphe a la variete obtenue a partir du disque D 
en identifiant les points diametralement opposes du cercle aD. Pour tout arrangement 
d(<!P, f/) dans P2 (1R) il existe un couple it = (<!P, f/)t constitue d'un ensemble fini de 
courbes <!P en bijection avec les pseudodroites de d et un ensemble de points f/ dans 
AMS (MOS) Subject Classification (1980) : Primary 05B35, 51E20; Secondary 52AlO. 
t Nous notons par les memes lettres les pseudodroites de .lit et les courbes de .it aussi bien que les points 
de S4 et de .it qui se correspondent bijectivement. 
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Ie disque D verifiant les trois proprietes suivantes: 
(1.1) Chaque courbe P, P E {J}>, est un arc de Jordan joignant deux points diametrale-
ment opposes du cercle aD. En outre Pet aD ont exactement deux points en commun. 
(1.2) Deux courbes Pi, Pj de {J}> ont exactement un point commun et ce point appartient 
it I'ensemble [f. 
(1.3) L'arrangement de pseudodroites dans Ie plan projectif obtenu it partir de d 
en identifiant les points diametralement opposes du cercle aD est isomorphe it I'arrange-
mentd. 
DEFINITION 1.4. Nous disons qu'un ensemble fini d'au moins deux courbes {J}>, est 
un arrangement de pseudodroites dans Ie disque D, si Ie couple ({J}>, [f), constitue de 
I'ensemble des courbes {J}> et de I'ensemble de ses points d'intersection [f verifient les 
proprietes 1.1 et 1.2 ci-dessus. 
Soit d un arrangement dans P2 (1R). Alors tout arrangement d dans D tel que d soit 
isomorphe it l'arrangement obtenu it partir de it en identifiant les points de aD diametrale-
ment opposes sera dit une representation dans Ie disque D de d. 
REMARQUE 1.5. II resulte du Theoreme de Schoenflies dans Ie plan projectif (voir 
par exemple [10]) que pour tout arrangement d dans P2 (1R) et tout point s de d, il 
existe un homeomorphisme de P2 (1R) tel que to utes les pseudodroites de d qui contiennent 
s aient comme images des droites. Donc, si P et P' sont deux pseudodroites destinguees 
de d il existe une "representation" d de l'arrangement d, telle que P ait comme image 
Ie cercle aD et la pseudodroite P' comme image Ie segment de droite x = 0, -1 ~ Y ~ 1. 
(Cette "representation" qui ne satisfait pas la Definition 1.4 sera seulement utilisee ici 
dans les demonstrations du Lemma 2.4 et du Theoreme 3.6.) 
II existe deux methodes naturelles pour associer un matrolde it un arrangement de 
pseudodroites. 
Premiere methode. Etant donne un arrangement d({J}>, [f) dans P2 (1R) [resp. :it({J}>, [f) 
dans Ie disque D] nous associons it l'arrangement un matro'ide M = M({J}» sur I'ensemble 
{J}> des pseudodroites en dis ant que Ie rang de n, n > 1, pseudodroites est 2 si les 
pseudodroites se rencontent en un meme point et 3 dans Ie cas contraire (donc il existe 
une bijection entre I'ensemble des droites de Met I'ensemble [f des points de I'arrange-
ment). Nous disons que M({J}» est Ie matroi'de canoniquement associe a I'arrangement 
d({J}>, [f) [resp. d({J}>, [f)]. 
II resulte des definitions que M({J}» est un matro'ide simple de rang 3 si I'arrangement 
est non trivial et de rang 2 dans Ie cas contraite. 
DEFINITION 1.6. Nous disons qu'un couple ({J}>, [fo) constitue d'un ensemble {J}> de 
pseudodroites dans P2 (1R) [resp. dans Ie disque D] et un ensemble de points [fo dans 
P2(1R) [resp. dans Ie disque D] est une configuration de pseudodroites et de points dans 
P2 (1R) [resp. dans D] si les trois conditions suivantes sont satifaites: 
(a) Les pseudodroites {J}> engendrent un arrangement de pseudodroites d. L'ensemble 
[fo est un sous-ensemble de I'ensemble [f des points de I'arrangement d. 
(b) Toute paire de points de [fo est contenue dans une pseudodroite de {J}>. 
(c) Toute pseudodroite de {J}> contient deux points de [fo. 
On passe d'une configuration ce({J}>, [fo) dans Ie disque D it une configuration '6'({J}>, [fo) 
dans P2(1R) en identifiant les points diametralement opposes du cercle aD. Dans ce cas 
nous disons que la configuration ce est une representation dans Ie disque D de la 
configuration '6'. 
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Deuxieme methode. Etant donee une configuration <€(fiJ>, Yo) dans P2(1R) [resp. 
~(fiJ>, Yo) dans Ie disque D] nous associons a la configuration un matro"ide M(Yo) de 
rang 3 sur I'ensemble Yo des points de la configuration tel que trois points soient 
coline aires si et seulement si il existe une pseudodroite appartenant a fiJ> qui les contient 
(donc iI existe une bijection entre I'ensemble des droites de M et I'ensemble des 
pseudodroites de la configuration). Nous disons que M(Yo) est la matroiae canoniquement 
assode a la configuration Cfi(fiJ>, Yo) [resp. ~(fiJ>, Yo)]. 
Le fait que M est un matro"ide associe canoniquement a un arrangement de pseudo-
droites [resp. configuration de pseudodroites et de points] induit sur Ie matrolde M une 
structure de matroide oriente. 
Les relations entre les matro"ides orientes simples de rang 3 et les arrangements de 
pseudodroites ont ete etablies par Folkman et Lawrence [3] (voir Ie Theoreme 3.1 
ci-dessous). 
Nous decrirons ici les relations entre les matro"ides simples orientes de rang 3 et les 
configurations de pseudodroites et de points (voir Ie Th60reme 3.6 ci-dessous). 
Cette nouvelle description des matro"ides orientes de rang 3 va permettre de donner 
une interpretation de I'orientation tres proche des notions geometriques habituelles. 
Ces deux representations d'un matroiae de rang 3 sont en quelque sorte la generalisation 
des diagrammes projecti!s d'un zonoedre de Coxeter [2] si on interprete un zonoedre comme 
un matrolfle oriente coordonnable sur R 
Plus precisement: Soit E une famille finie de vecteurs de 1R3 non tous coplanaires. 
Alors on peut associer a E un matro"ide simple oriente de rang 3, M(E) (voir [1, 3]). 
D'autre part on peut considerer E comme ['etoile de vecteurs d'un zonoedre Z avant 
lEI zones (voir [2]). 
Alors Ie premier diagramme projecti! du zonoedre Zest la configuration de (pseudo) 
droiles et de points assodee a M(E) par notre Theoreme 3.6 caracterisant M(E) et Ie 
deuxieme diagramme projecti! du zonoedre Z est I' arrangement de (pseudo )droites assode 
a M(E) par Ie tMoreme 3.1 de Folkman et Lawrence. 
2. MATROIDES ORIENTABLES DE RANG 3 
THEOREME 2.1. Soil M un matroiae simple de rang 3. Alors les quatre propr;etes 
suivantes sont equivalentes: 
(I) M est un matroiae orientable ; 
(II) it existe un arrangement de pseudodroiles d(fiJ>, Y) dans Ie plan projecti! reel, tel 
que M = M (fiJ» soit Ie matroi"de canoniquement assode ad; 
(III) il existe une configuration de pseudodroites et de points Cfi(fiJ>, Yo) dans Ie plan 
projecti! reel telle que M = M(Yo) soil Ie matroiae eanoniquement assode a Cfi; 
(IV) it existe un ordre total de I'ensemble des points et un ordre total de I'ensemble des 
droiles de M tels que pour tous points a < b < c non colineaires les droites engendrees 
par ces points soient dans I'ordre ab < ac < be ou dans l'ordre inverse be < 
ac<ab.t 
La Proposition 2.2 ci-dessous joue un role important dans la demonstration du 
Theoreme 2.1. A cause de sa longueur la demonstration en sera faite apres la demonstra-
tion du Th60reme 2.1. 
PROPOSITION 2.2. Soil d un arrangement de psuedodroiles dans Ie plan projecti! reel. 
Alors it existe un ordre total de I'ensemble des pseudodroites et un ordre total de l'ensemble 
t Si on considere les trois droites indexees par les points a, b, c, alors les trois droites sont, so it dans I'ordre 
lexicographique de leurs indices, soit dans l'ordre inverse. 
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des points de d tels que, pour toutes les pseudodroites P < p' < P" non concurrentes, l' ordre 
des points d'intersection so it P nP' <P nP" <P' nP" ou I'ordre inverse P' nP" <P nP" < 
PnP'. 
DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1 
(1)<:>(11). Cette equivalence a ete demontree par Folkman et Lawrence [3] (voir Ie 
Theoreme 3.1 ci-dessous). 
(III)::;' (IV). Soit d(~, f/) l'arrangement de pseudodroites engendre par les pseudo-
droites ~ de ~. 
Soient respectivement (~, <) et (f/, <) les ordres totaux de I'ensemble des pseudo-
droites et de I'ensemble des points de d donnes par la Proposition 2.2. Ces ordres 
induisent des ordres totaux de I'ensemble des droites et de l'ensemble des points de M 
verifiant la Propriete IV. 
(IV)::;' (I) Pour toute droite d de M(E) soite X = X(d) Ie cocircuit de M constitue par 
les points de M qui n ' appartiennent pas a la droite d. 
Soient respectivement e 1 < e2 < ... < en et d 1 < d 2 < ... < dm des ordres totaux verifiant 
la Propriete IV des ensembles de points et de droites de M. 
Soit X = (X+, X-) l'ensemble signe de support X(d) tel que 
(i) X+ = {x : x E X(d) et il existe un point p, p E d, et si p > x [resp. p < x] alors on a 
d > xp [resp. d <xp]}. 
On remarque que (i) ne depend pas du point p chdisi. En effect si qEd, x E X(d), q < x < p 
et d > xp alors on a qx > d. De meme si x > p, q [resp. p, q > x] alors on ad> xp 
et d >xq ou xp>d et xq>d. 
Si X = (X-'-, X-) est un ensemble signe, on note par -X I'ensemble signe «-xt =X-, 
(-X)- =X+). 
Nous allons demontrer que les ensembles signes X, -X constituent les cocircuits signes 
d'une orientation acyclique (i.e. {el, ... , en} est union de cocircuits positifs). 
Pour demontrer que les ensembles signes X, -X constituent les cocircuits signes d'une 
orientation de M il suffit de verifier l'axiome d'elimination signe pour tous les Z, y, 
Z, Y E {X, -X: X est un cocircuit de M} telles que les droites E - Z et E - Y aient un 
point commun (voir [8, Proposition 2.1]). 
Alors I'axiome d'elimination signe est equivalent aux deux proprietes (ii), (ii)' suivantes, 
011 X et Y sont des ensembles signes tels que les droites d = E - X et d ' = E - Y aient 
un point commun p: 
(ii) Si x E X+ n Y- et Zest l'ensemble signe de support E - xp, defini par l'egalite 
(i) alors on a Z+ cX+ u y+ et Z- cX- u Y-. 
(ii)' Si x EX+ n (-Y)- et Zest l'ensemble signe de support E -xp, defini par I'egalite 
(i) alors 9n a Z+cX+u(-yt et Z-cX-u(-Y)- ou (-ztcX+u(-Yt et 
(-Z)- cX-u (- Y)-. 
On demontre seulement (ii). La demonstration de (ii)' est similaire. 
Si p > x [resp. p < x] alors I'hypothese x E X+ n Y- implique d' < xp < d [resp. d < 
xp<d']. Nous allons demontrer qu'on a X+ n y+ cZ+ (<:>Z- cX-u Y-). 
Supposons que y E X+ n y+ et y < P [resp. y > p]. Alors si d, d' > yp on a xp> yp 
[resp. si yp> d, d' on a yp > xp]. Donc on a toujours y E Z+ et on a bien Z- c X- u Y-. 
D'une maniere tout it fait semblable on peut demontrer qu'on a X- n Y- cZ- (<:>Z+ c 
X+ u y+) et donc on a bien (ii). 
II reste a demontrer que I'orientation (J de M qu'on vient de definir est acyclique. 
Soient el et en respectivement Ie premier et Ie dernier point du matro·ide M. Soient d 1 
et d~ [resp. d 2, d~] la premiere et la derniere droite du matroide M contenant Ie point 
el [resp.en ]. Alors on a necessairement dl,t.d~ et d2,t.d~ et il resulte des definitions 
que les cocircuits de support X(d1), X(d~), X(d2 ) et X(d~) sont positifs et {et, e2, ... , en} = 
X(d1) u X(d~) u X(d2) u X(d~). 
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Nous disons que (J est l'orientation acyclique de M canoniquement associee aux ordres 
{el < ... < en} et {d l < ... < dm } des points et des droites de M. 
REMARQUE 2.3. Soit M un matro'ide simple de rang 3 sur l'ensemble {el, ... ,en}, 
Soit L l'ensemble des droites de M. 
Supposons qu'il existe deux ordres totaux (L, <) et (L, <') tels que les couples 
d'ensembles ordonnes «el < '" <en); (L, <)) et «el < ... <en); (L, <')) verifient les 
conditions de la Propriete IV. Supposons que ces ordres induisent la meme orientation 
(J de M. Pour tout 1?oint ei de M soient {di" ... ,diQ(i)} et {d;l' ... , d;Q(iJ respectivement 
les suous-ensembles ordonnes de (L, <) et (L, <') constitues par les droites de M qui 
contiennent Ie point ei de M. Alors on a 
pourtousi etj, l~i~n, l~j~a(i). 
On laisse la demonstration au lecteur. 
II~ III. Nous avons besoin pour cette demonstration du lemme suivant du 11 Levi [9] 
(voir aussi [5, Theoreme 3.4]). 
LEMME (Levi [9]). Soient d = d«(lJ, Y) un arrangement de pseudodroites dans Ie plan 
projecti! reel P2(1R) et Sb S2 deux points de P2(1R). Alors si les deux points Sl et S2 ne sont 
pas tous les deux sur une meme pseudodroite de StI it existe un arrangement d'«(lJ', Y') 
dans P2(1R), extension de StI, tel que (lJ' = (lJ u {P}, Y c Y' et Sb S2 appartiennent a P. t 
D'apres Ie Lemma de Levi il existe un arrangement de pseudodroites d'«(lJ', Y'), 
extension de StI, tel que pour toute paire de points Si et Sj de Y il existe une pseudodroite 
de StI' qui les contienne et reciproquement toute pseudodroite de l'ensemble (lJ' contienne 
deux points de l'ensemble Y. 
Mais dans ce cas les ensembles Y et (lJ' sont respectivement l'ensemble des points et 
l'ensemble des droites d'un matro'ide M' de rang 3: i.e. trois points Si" Si2' Si3 appartenant 
a Y sont coline aires dans Ie matro'ide M' si et seulement si ils appartiennent 11 une meme 
pseudodroite de (lJ'. 
D'apres la Proposition 2.2 il existe des ordres totaux de l'ensemble des pseudodroites 
et de l'ensemble des points de d'«(lJ, Y'), tels que, pour les ordres induits, l'ensemble 
des points de M' (I'ensemble y, Y c Y') et l'ensemble des droites de M' (I'ensemble (lJ') 
verifient la Propriete IV. Donc Ie matro'ide M' = M'(Y) est un matro'ide orientable (car 
IV~I). 
D'apres l'implication I~ II il existe un arrangement de pseudodroites dl«(lJl = Y, Y l = 
(lJ') tel que M'(Y) soit Ie matro'ide canoniquement associe 11 d l . 
Comme on peut identifier l'ensemble (lJ«(lJ c (lJ') 11 un sous-ensemble de l'ensemble 
Yl des points de Stlb et que par construction de l'arrangement d l Ie couple (Y, (lJ) peut 
etre considere comme une configuration de pseudodroites (I'ensemble Y) et de points 
(I'ensemble (lJ) dans Ie plan projectif reel, on a bien la Propriete III. 
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.2. Avant de faire la demonstration propre-
ment dite de cette proposition nous avons besoin d'un resultat auxiliaire (Lemme 2.4). 
DEFINITION 2.3. Soit d un arrangement de pseudodroites dans P2(1R) et soient Pet 
s respectivement une pseudodroite et un point de StI, Ie point n'appartenant pas 11 la 
pseudodroite. 
tOn remarque que S1 et S2 ne sont pas necessairement des points ni de d ni de d'. 
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Nous disons que s est accessible par P si et seulement si les pseudodroites P 10 ••• ,Pn 
de d qui contiennent s determinent avec P n - 1 cellules triangulaires (i.e. ayant trois 
sommets) et pour to ute pseudodroite Pi, i = 1, ... , n, les points de rencontre de P et Pi 
sont des points simples. 
LEMME 2.4. Soient d(r!J>, Y) un arrangement de pseudodroites dans Ie plan projecti! 
reel, Po et PI deux pseudodroites simples de 91. 
L'ensemble P2 (1R)-(POuP I ) est reunion disjointe de deux ensembles C l et C2 connexes 
par arcs. Si Ci Il Yest non vide alors il existe dans C Il Y un point accessible par Po. 
DEMONSTRATION. Notre demonstration est constructive. Nous allons decrire un 
algorithme qui aboutit au point desire. 
Soit .it une "representation" dans Ie disque D de d telle que PI ait comme image Ie 
cercle aD et la pseudodroite Po ait comme image Ie segment de droite x = 0, -10;; Y 0;; 1. 
Nous supposons ce segment de droite oriente, ayant comme point initial Ie point (0, 1). 
Pour toute pseudodroite Pi de d difierente de Po et PI nous orientons la courbe Pi Il C 
en choisissant comme point initial Ie point Pi IlPO• 
Nous allons definir une suite finie de points de S4 ayant necessairement, comme dernier 
element, un point accessible par Po (voir la Figure 1). 
(0,1) 
(0,-1) 
FIGURE 1. 
Le premier point de la suite, S10 est Ie premier point de la pseudodroite Po de d tel 
qu'il existe une pseudodroite P2 de d contenant SI et contenant aussi un point s de .it 
appartenant a C et non accessible par la pseudodroite Po. Soit S2 Ie point suivant SI 
dans la courbe orientee P 2 1l C. Si S2 n 'est pas accessible par Po soit S3 Ie dernier des 
points de d appartenant a Po qui so it point de rencontre de la pseudodroite Po et d'une 
pseudodroite P3 de .it contenant S2. II existe des points de d entre S3 et S2 dans la courbe 
P3 1l Ci (car S2 n'est pas accessible par Po). Soit S4 Ie point de d suivant S3 dans P31l C. 
Si S4 n'est pas un point accessible par Po soit S5 Ie premier point de Po contenu dans 
une pseudodroite P 4 contenant S4. Soit S6 Ie point suivant S5 dans la courbe P 4 1l C. 
Alors si S6 n'est pas un point accessible par Po, on recommence Ie raisonnement deja 
fait avec S6 a la place de S2. 
Cet algorithme aboutit necessairement a un point de d accessible par Po car sinon il 
existe une suite infinie d'intervalles decroissant dans Po [S1o S3] ~ [S5, S3] ~ ••. ayant 
comme extremites des points de d. 
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.2 (SUITE). Soient P une pseudodroite distin-
guee de st et dune representation de d dans Ie disque D telle que P ait comme image 
Ie segment de droite x = 0, -1 os; Y os; 1. Alors il est possible de construire une pseudodroite 
simple Po, tres proche de aD, reliant des points diametralement opposes de~D tres 
proches de (0, -1) et (0, 1) et telle que tous les points de d soient dans une des deux 
parties conn exes en lesquelles Po divise D (voir Figure 2). 
(0,11 
p 
(0,-1) 
FIGURE 2. 
aD 
Soit do ce nouvel arrangement dans D, extension de d. 
Supposons Ie cercle aD oriente dans Ie sens contraire des aiguilles d'une montre. 
Soit aD+ Ie demi-cercle oriente ayant comme point initial (0, 1) et comme point final 
(0, -1). 
Soit {PI = P, ... ,Pn } l'ordre dans lequel on trouve les pseudodroites de d(PJ, Y) en 
parcourant Ie demi-cercle oriente aD + - {(O, -1)}. 
D'apres Ie Lemme 2.4 il existe un point St accessible par Po. Par deformation de Po 
dans un voisinage de SI il est possible de construire un nouvel arrangement d l extension 
de it obtenu de d en ajoutant la pseudodroite simple POI telle que les point Y-{SI} 
soient tous dans une des deux parties connexe en lesquelles POI divise D. 
Ce raisonnement determine un ordre total des points de Y car il peut etre poursuivi 
jusqu'a epuisement des points de ';I. 
Pour toute pseudodroite Pi de d l'ordre Sip • •• , Sia(i) des points de d contenus dans 
la pseudodroite Pi est exactement l'ordre obtenu en parcourant la pseudodroite Pi en 
part ant du point de rencontre de Pi et du demi-cercle aD+ -{(O, 1)}. 
Alors pour toutes les pseudodroites P < P' < P" non concurrentes, si P n P' < P n P" 
[resp. PnP"<PnP'] on doit avoir aussi P'nP<P'nP" et P"nP<P"nP' [resp. 
P' n P" < P' n P et P" n P' < P" n P] donc on a bien la Proposition 2.2 [voir les Figure 
3(a) et (b)]. 
(0 ) 80 
P 
( b) 
FIGURE 3. 
aD 
p 
p' 
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3. SUR DEUX CARACTERISATIONS DES MATROIDES ORIENTES DE RANG 3 
Notre but principal dans Ie present paragraphe est de decrire une nouvelle caracterisa-
tion des matroldes simples orientes de rang 3 (voir Ie Theoreme 3.6 ci-dessous). 
Cette nouvelle interpretation permettra une caracterisation geometrique des matroldes 
orientes de rang 3 dans Ie plan euclidien. 
Soit M(E) un matroide orientable. Vne classe d'orientations de M est une classe 
d' equivalence pour la relation de changement de signes (voir [1]). V ne classe d' orientations 
acycliques est l'ensemble des orientations acycliques d'une classe d'orientations. Notons 
que d'apres un theoreme de M. Las Vergnas [6, 8] Ie nombre d'orientations acycliques 
ne depend pas de la classe d'orientations (il est egal a Tc(M)t(M; 2, 0) ou c(M) est Ie 
nombre de composantes conn exes de M et t(M; x, y) est Ie polynome de Tutte de M). 
Le Theoreme 3.1 ci-dessous caracterisant les matroldes simples de rang 2 et 3 est dt1 
a Folkman et Lawrence [3], sous une forme equivalente. 
THEOREME 3.1 (Folkman et Lawrence [3]). Soient d(PfJ, g) un arrangement de 
pseudodroites dans Ie plan projectif reel P2(~) et M(PfJ) Ie matroiae associe a d (que nous 
supposons connexe). Alors it existe une classe d'orientations acycliques de M(PfJ), {O'ihE[, 
et une bijection b: ce -+ {O'ihEI entre les cellules du complexe cellulaire tied) determine par 
d dans P2(~) et les orientations de la classe {O'i}iEI telle que la cellule C ait une arete dans 
la pseudodroite Psi et seulement si P est un point extremal de l'orientation acyclique b(C). 
Reciproquement si M(E) est un matroiae simple connexe de rang 2 ou 3 et {O'JiEI est 
une classe d'orientations acycliques de M alors it existe un arrangement de pseudodroites 
1t(PfJ, ff) dans Ie plan projectif P2(~) (unique a un isomorphisme pres) indexees par 
l'ensemble E, satisfaisant relativement au couple (M, {O'i}iEI) les conditions ci-dessus. 
REMARQUE 3.2. Soient M(E) un matro"ide simple de rang 2 et {O'ihEl une classe 
d'orientations acycliques de M. Alors l'arrangement de pseudodroites d(PfJ = E, g) dans 
P2(~) associe a M(E) par Ie Theoreme 3.1 est un arrangement trivial. 
Soit d(PfJ, g) une representation dans Ie disque D de d. Alors les deux permutations 
circulaires des pseudodroites, reciproques l'une de l'autre, obtenues en parcourant (dans 
les deux sens possibles) Ie cercle aD, determinent la classe d'orientations acycliques 
associe a M(PfJ) par Ie Theoreme 3.1. Par consequence donner une classe d'orientations 
acycliques d'un matro"ide M de rang 2 revient a donner une paire de permutations des 
points de M, reciproques et ayant un seul cycle (voir [7, Lemme 1]). 
REMARQUE 3.3. Soit d(PfJ, g) un arrangement non trivial de pseudodroites et 
(M, {O'ihEI) Ie couple constitue du matro·ide M = M(PfJ) et de la classe d'orientations 
acycliques associee a d par Ie Theoreme 3.1. 
So it P une psuedodroite de PfJ. Alors Ie matroi"de M(PfJ)/{P} est de rang 2. Soit {O'aiEI' 
la classe d'orientations acycliques de M(PfJ)/{P} induite par la classe {O'ihEI. 
Alors les deux permutations circulaires des points de StJ appartenant a la pseudodroite 
P obtenues en parcourant la pseudodroite P dans les deux sens possibles sont les deux 
permutations des points de M(PfJ)/{P} associees a la classe d'orientations acycliques 
{O'!hEI' par la Remarque 3.2. 
DEFINITION 3.4. Soit r€(PfJ, go) une configuration de pseudodroites et de points dans 
Ie disque D et MWo) Ie matro·ide associe a r€. 
A toute pseudodroite P de r€ (droite de M) on peut associer deux ensembles signes 
opposes X(P) et -X(P) de support X(P) = {s: s Ego, seP} en disant que deux points s 
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et s' sont de signes differents si et seulement si la pseudodroite qui les joint rencontre 
la pseudodroite P entre s et s'. 
Alors I'ensemble {X(P), -X(P); P E g)l} est I'ensemble des cocircuits signes d'une 
orientation acyclique de M(9'o). Nous dirons que cette orientation est l'orientation 
acyclique de M(9'o) determinee canoniquement par~. 
(Pour voir qu'on a defini une orientation de M(9'o) il suffit, d'apres [7, Proposition 
2.1], de constater que si P et p' sont deux pseudodroites ayant un point d'intersection 
appartenant a 9'0 alors les ensembles signes ±X (P) et ±X (P') verifient l'axiome d'elimina-
tion signe. D'autre part il est clair que I'orientation doit etre acyclique.) 
DEFINITION 3.5. Soient ~(g)l, 9'0) une configuration de pseudodroites et de points 
dans P 2(1R) et M(9'o) Ie matro·ide associe a ~. Nous disons que deux representations dans 
Ie disque D de ~ sont du meme type si elles determinent les memes orientations acyc/ique 
de M(9'o). 
THEOREME 3.6. Soient ~(g)l, 9'0) une configuration de pseudodroites et de points dans 
Ie plan projecti! reel et M(9'o) Ie matroi"de associe a ~. Alors l'ensemble des orientations 
determinees par les representations de type different de la configuration ~ est une classe 
d'orientations acyclique de M(9'o). 
Reciproquement si M(E) est un matroiae simple de rang 3 et {O'i}ieI est une classe 
d'orientations acycliques de M(E) alors il existe une configuration ~(g)l, 9'0 = E) dans 
P 2(1R) telle que les orientations {O'i}ieI soient exactement les orientations determinees par les 
representations de type different de la configuration ~. 
LEMME 3.7. Soient M(E) un matroiae, (j une orientation ayclique de M. Alors pour 
tout sous-ensemble A de E tel que AO' soit aussi une orientation acyclique de M if existe 
une suite d'orientations acycliques de M (jo = 0', {il)(j = 0'1. ... ,{en)O'n-l = AO', ou pour tout 
i, i,,;; i,,;; n, ei est un point extremal de ai-I. 
DEMONSTRATION. On demontre par recurrence sur Ie rang de M. Le lemme est 
trivial si p (M) = 1. D'apres l'hypothese de recurrence il suffit de demontrer dans Ie cas 
ou it existe un cocircuit signe X de 0' tel que A =X+. Mais dans ce cas Ie lemme est 
une consequence immediate de [8, Proposition 1.2] et du fait que si e est un point 
extremal de 0' alors {e)(j est une orientation acyclique de M. Cette derniere affirmation 
est une consequence des definitions et de [8, Proposition 1.6] caracterisant les points 
extremaux d'un matrolde oriente acyclique. 
DEMONSTRATION DU THEOREME 3.6. Montrons que la condition est necessaire. Soit 
{O'iheI l'ensemble des orientations determinees par les representations de type differen.t 
de la configuration ~. D'apres Ie Lemme 3.7, pour demontrer que {O'i};eI est union de 
classe d'orientations acycliques de M, il suffit de demontrer que si 0' E {O';}ieI et s est un 
point extremal de 0' alors {Sj0' E {O';}ieI. 
Soient ~ une representation de ~ et 0' l'orientation de M determinee par eg. Soient 
Pet P' deux pseudodroites de eg telles que X(P) et X(P') soient deux cocircuits positifs 
de 0' et P n P' = {s} soit un point extremal de 0'. Alors D - aD uP u P' est reunion 
disjointe de quatre ensembles ouverts connexes par arcs, et to us les points de 9'0 - PuP' 
sont dans un seul de ces ensembles. Alors it est clair qu'on peut construire une pseudo-
droite Po dans D qui rencontre toute pseudodroite Pi, 1,,;; i,,;; n, en un point, les pseudo-
droites g)l = {Ph ... , Pn } en n points differents, et telle que si D -aD uPo est reunion 
des deux ensembles ouverts connexes par arcs Al et A2 on ait sEAl et 9'0-{s}cA2 
(voir la Figure 4). 
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FIGURE 4. 
Soient d I'arrangement dans D engendre par les pseudodroites [!p u {Po} et d l'arrange-
ment dans Pz(lR) obtenu a partir de d en identifiant les points diametralement opposes 
deaD. 
Soit d' une "representation" de d faisant correspondre ala pseudodroite Po Ie cercle 
aD. On peut interpreter Ie couple ([!P, Yo) de pseudodroites et points de it' comme une 
nouvelle representation de la configuration ce([!P, go). Et il est clair que {slO' est I'orienta-
tion determinee par cette nouvelle representation. 
D'autre part, il est clair que si 0' et 0" sont deux orientations acycliques de M(Yo) 
determinees par deux representations de la configuration ce alors il existe un sous-
ensemble A c go tel que {Ala = 0". Donc {O'j h EI est bien une classe d' orientations acycJiques 
deMo 
Montrons maintenant la reciproque. D'apres la demonstration precedente il suffit de 
demontrer que si 0' est une orientation acycJique de M il existe une configuration 
~([!P, go = E) dans D telle que 0' soit I'orientation determinee par ~. 
Soient d'([!P' = E, g') I'arrangement de pseudodroites dans Pz(lR) associe au couple 
(M, {O'ihEI par Ie Theoreme 3.1 et 0' une orientation distinguee de {O'jhEI. 
D'apres Ie Lemme de Levi il existe un arrangement de pseudodroites d"([!P", Y") 
extension de d' (i.e. [!P' c r!}>" et g' c g") tel que pour toute paire de points {s;, s j} 
appartenant a g' il existe une pseudodroite P" appartenant a [!P" qui les contient, et 
reciproquement pour toute pseudodroite P" appartenant a [!P" il existe une paire de 
points {s;, sf} de g' contenus dans P". 
Nous allons demontrer qu'il existe des ordres totaux de I'ensemble des pseudodroites 
([!P", <) et de I'ensemble des points (g", <) de d" verifiant les deux conditions suivantes: 
(1) Le couple d'ensembles totalement ordonnes «[!P", <); (g", <» verifie les conditions 
de la Proposition 2.2. 
(2) Supposons r!}>' et g' munis des ordres induits respectivement par (r!}>", <) et (Y", <). 
Alors 0' est I'orientation acyclique de M canoniquement associee aux ordres totaux des 
points et des droites du matroiae M(FP') (voir la definition dans la demonstration du 
Theoreme 2.1). 
Soit d' une representation de d' dans D telle que Ie cercle aDt divise la cellule C 
correspondant a I'orientation 0'. 
II existe deux pseudodroites P~ et P~o rencontrant Ie cercle aD respectivement en les 
couples de points diametralement opposes (a, a') et (b, b') telles que les arcs de cercle 
(orientes) r;a et i?a' soient a I'interieur de la cellule C. 
Soit aD + Ie demi-cercle oriente ayant a comme extremite initiale et a' comme extremite 
finale. On peut "completer" d' de maniere a avoir une repesentation:it" de I'arrangement 
t Nous supposons Ie cercle aD oriente dans Ie sens contraire des aiguilles d'une montre. 
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d". Chaque pseudodroite de d" rencontre Ie demi-cercle aD+ -{a'} en un point. Soit 
P'{ = p~, ... ,p~" l'ordre total dans lequel on rencontre les pseudodroites de d" en 
parcourant Ie demi-cercle oriente aD+ -{a'}. Soit (9}>", <) ={P'{ < ... <p~,,}. D'apres la 
Proposition 2.2 il existe au moins un ensemble totalement ordonne ([/", <) = 
{s'{ < ... < s~"t tel que pour toute pseudodroite P;', P;' E 9}>", l'ordre total s;'" ... ,s;~(i) 
des points de SIt" contenus dans la pseudodroite P;' soit exactement l'ordre obenue en 
parcourant la pseudodroite P;' a partir du point de rencontre de P;' et du demi-cercle 
aD+ -{a'}. On laisse au lecteur Ie soin de verifier que (J est l'orientation acyclique 
determinee par les ordres totaux (9}>', <) et ([/', <) [donc on a bien les conditions (1) 
et (2)]. 
Soit M l ([/') Ie matroIde simple de rang 3 ayant [/' et 9}>" respectivement comme 
ensemble de points et ensemble de droites. 
Soit M2([/'U{S~}) l'extension ponctuelle du matro·ide Ml telle que pour tout point s; 
de Mh {s~, sa soit une droite de M 2 • 
Soient (9}>'" = [/' u {s ~}, <) et ([/"', <) respectivement les ensembles totalement 
ordonnes 
{P~' = s~ <P'{' = s~ < ... <pr;:., = s:,.,} et 
{ ", {' , } ", {' '} III P" P" } Sl = SO,Sl < .. ·<sm' = SO,Sm' <Sm'+l = 1 < .. ·<sm'+n"= n". 
Relativement aces ordres Ie matroIde M 2(9}>") verifie la Propriete IV de Theoreme 2.1. 
Soient (J' l'orientation de M2 associee aces ordres et {(JaieI' la classe des orientations 
acycliques de M2 engendrees par (J'. 
Soit d"'(9}>"', [/"') l'arrangement dans P2(~) associe au couple (M2, {(J;};eI') par Ie 
Theoreme 3.1. 
On note que d'apres la Remarque 3.3 si on parcourt la pseudodroite Po (dans Ie deux 
sens possibles) on rencontre les points de d'" appartenant a Pg' dans l'ordre circulaire 
... ,s'{', s!J.', ... ,s'::,', . .. ou dans l'ordre circulaire inverse. 
De meme, pour toute pseudodroite P;" (1 ~ i ~ m) de 9}>"', si S'::,'+i, = P;', < ... <P;~u) 
est Ie sous-ensemble totalement ordonne de (9}>", <) constitue des points de d'" appar-
tenant a p;", alors si on parcourt la pseudodroite P;" (dans les deux sens possibles) 
on rencontre les points de dIll appartenant a P;" dans l'ordre circulaire 
... ,P;'" P;~, ... ,p;~u)' ... ou dans l'ordre circulaire inverse. 
Soit dIll une representation de dIll faisant correspondre au cercle aD la pseudodroite 
P~' et a la pseudodroite P'{' Ie segment de froite x = 0, -1 ~ Y ~ 1. 
Soit aD+ Ie demi-cercle oriente ayant comme extremite initiale (0, 1) et comme 
extremite finale (0, -1). 
On peut supposer, sans perdre en generalite, qu'en parcourant Ie demi-cercle oriente 
aD+ -{(O, -I)} on rencontre les pseudodroites de 9}>"'-{pn dans l'ordre total P'{' =s~, 
P!J.', ... ,pr;:.. 
De meme on peut supposer qu'en parcourant la pseudodroite P;"(=s;), l~i~m, a 
partir du point d'intersection de cette pseudodroite et du demi-cercle aD+ -{(O, -I)} on 
rencontre les points de [/'" qui appartiennent a Pi dans l'ordre total P;'" P72 , ••• ,PtU). 
II est clair qu'on peut interpreter dIll comme la representation ~ d'une configuration 
cg(9}>( = [/'), [/o( =9}>' c 9}>")). 
On laisse au lecteur Ie soin de verifier que l'orientation canoniquement associee a ~ 
est exactement (J. 
REMARQUE 3.8. Les Theoremes 3.1 et 3.6 ci-dessus ont comme consequence une 
dualiti (projective et topologique) entre les arrangements de pseudodroites et les configura-
tions de pseudodroites et de points associes au meme matrofde simple de rang 3. 
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Soit M(E) un matroi"de oriente coordonnable sur ~. Soit Z Ie zonoedre ayant E 
comme etoile de vecteurs. Alors I'arrangement de droites associe au matroi"de M(E) 
(i.e. Ie deuxieme diagram me projectif du zonoedre Z) et la configuration de droites et 
points associee a M(E) (i.e. Ie premier diagramme projectif du zonoedre Z) peuvent 
etre deduits l'un de I'autre par une polarite relativement a un cercle. Coxeter [2) a 
montre qu'on peut considerer cette polarite comme une dualite projective et topologique 
dans P2(~). 
Cette derniere dualite a ete aussi consideree recemment par Goodman et Pollack [4 J. 
Ces auteurs donnent un glossaire permettant la transformation d'un theoreme relatif 
aux arrangements de droites en un theoreme relatif aux configurations de droites et de 
points (et vice versa). 
Ajoute lars de la correction des epreuves. Nous remarquons que les equivalences 
II ~ III ~ IV de notre Theoreme 2.1 peuvent etre aussi obtenues des theoremes 1 et 2 de 
I'article suivant de Jacob E. Goodman, Proof of a conjecture of Burr, Griinbaum, and 
Sloane, Discrete Math. 32 (1980), 27-35. 
REFERENCES 
1. R Bland and M. Las Vergnas, Orientability of matroids, J. Combin. Theory Ser. B 24 (1978), 94-123. 
2. H. S. M. Coxeter, The classification of zonohedra by means of projective diagrams, J. Math. Pures Appl. 
41 (1962),137-156. 
3. J. Folkman and J. Lawrence, Oriented matroids, J. Combin. Theory Ser. B 25 (1978), 199-236. 
4. J. E. Goodman and R Pollack, A theorem of ordered duality, Geom. Dedicata 12 (1982), 63-74. 
5. B. Griinbaum, Arrangements and Spreads, Regional Conference Series in Mathematics, No. 10, American 
Mathematical Society, Providence, RI., 1972. 
6. M. Las Vergnas, Matroi"des orientables, c.R. Acad. Sci. ParisSer. A 280 (1975), 61-64. 
7. M. Las Vergnas, Extensions ponctuelles d'une geometrie orientee, in Problemes Combinatoires et Theorie 
des Graphes, Actes du Colloque International C.N.RS. No. 260, pp. 263-268, Orsay 1976, Paris, 1978. 
8. M. Las Vergnas, Convexity in oriented matroids, J. Combin. Theory Ser. B 29 (1980), 231-243. 
9. F. Levi, Die Teilung der projektiven Ebene durch Gerade oder Pseudogerade, Ber. Math.-Phys. Kl. Sachs. 
Akad. Wiss. Leipzig 78 (1926), 256-267. 
10. E. E. Moise, Geometric Topology in Dimensions 2 and 3, Springer-Verlag, Heidelburg, 1977. 
11. D. J. A. Welsh, Matroid Theory, Academic Press, London, 1976. 
Received 12 January 1981 
R CORDOVIL 
C.P.M.C., Instituto Nacional de Investigar;lio Cientifica, 
Av. Prof. Gama Pinto 2, 1699 Lisboa codex, Portugal 
